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ABSTRAK 

Model hidden Markov mengasumsikan bahwa barisan rantai Markov tersembunyi di dalam 
proses observasi. Karena penyebab kejadian dari proses observasi disembunyikan maka diperlukan 
estimasi parameternya. Proses ini berjalan melalui pendugaan rekursif di dalam ukuran peluang 
baru. Perumusan pendugaan rekursif menggunkan metode perubahan ukuran peluang. Penelitian ini 
membahas pendugaan rekursif proses observasi dan nilai dugaanya dari model Hidden Markov 
Elliott et al. (1995). 
Kata Kunci: rantai Markov; model Hidden Markov; perubahan  ukuran; pendugaan rekursif. 

 
ABSTRACT 

The hidden Markov model assumes that the Markov chain is hidden in the observation process. Since the 
cause of the event from the observation process is hidden, it is necessary to estimate the parameters. This process goes 
through recursive estimates of new probability measures. The formulation of recursive estimates uses the probability 
measure method. This study discusses recursive estimation of the observation process and its estimated value from the 
Hidden Markov model of Elliott et al. (1995) 
Keywords: Markov chain; Hidden Markov model; change of measure; recursive estimation. 

 
PENDAHULUAN 

Konsep percobaan random merupakan ide dasar teori probabilistik (Ross, 2008). 
Percobaan ini menghasilkan objek pengamatan yang kejadiannya tidak dapat ditentukan 
sebelumnya. Walpole (2017) mendefinisikan probabilistik sebagai derajat kepastian atau 
keyakinan kemunculan suatu peristiwa dari percobaan random. 
Proses stokastik adalah model probabilistik yang menggambarkan suatu barisan peristiwa 
terjadi secara random dalam rangkaian kondisi atau waktu tertentu (Ghahramani, 2018). 
Patrick Roger (2010) menjelaskan proses stokastik bedasarkan pada perubahan untuk setiap 
nilai secara random mengikuti alur waktu. Definisi proses stokastik menurut J. Leon (2014) 
adalah koleksi hasil akhir dari setiap tahapan suatu barisan percobaan yang mempunyai 
peluang. Ketiga pendapat ini dapat menjelaskan bahwa proses stokastik adalah suatu 
rangkaian peristiwa dalam dunia nyata yang mengalami perubahan secara random pada 
satuan waktu, masa lalu hingga masa sekarang, jika menghasilkan suatu kerangka peluang 
keadaan di masa yang akan datang. 

Proses Markov merupakan proses stokastik yang memenuhi sifat-sifat berikut: 1) 
Kumpulan hasil yang mungkin dari proses ini berhingga. 2) Peluang hasil atau keadaan 
terjadi pada proses selanjutnya bergantung kepada hasil sebelumnya. 3) Peluang keadaan 
terjadi adalah tetap pada setiap proses. 

Model Hidden Markov merupakan model stokastik dari rangkaian proses Markov, 
berupa pasangan state dengan parameter tersembunyi dibalik proses observasi yang dapat 
diamati secara langsung (Elliott et al., 1995). Setiap state mempunyai distribusi probabilitas 
dari satuan-satuan informasi yang mungkin muncul, sehingga model ini dapat memberikan 
beberapa informasi tentang barisan-barisan state. 
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METODE PENELITIAN  
 Studi ini merupakan kajian pustaka pendugaan rekursif Model Hidden Markov 

Elliott et al. (1995) dengan menggunakan metode perubahan ukuran peluang. 
 
HASIL DAN PEMBAHASAN 

Pada bagian ini diawali dengan definisi Model Hidden Markov Elliott et al. (1995) 
dengan berbagai karakteristiknya. Selanjutnya. Upaya melakukan kajian teorema dan lema 
yang berkaitan dengan perubahan ukuran peluang, dan studi pendugaan rekursif proses 
observasi dan nilai dugaannya. 
Model Hidden Markov Elliott et al. (1995) 

Model ini dapat melakukan pendugaan proses observasi yang akan datang, dengan 
state penyebab kejadian yang tersembunyi. Pendugaan parameter model Hidden Markov 
membutuhkan langkah perubahan ukuran peluang. Mekanisme perubahannya dari bentuk 
asal menjadi bentuk baru, kemudian dikonstruksi kembali ke dalam bentuk asal. Turunan 
Radon-Nykodim yang membatasi perubahannya. Reestimasi parameter model 
menggunakan pendugaan rekursif. Dalam studi ini, yang akan dibahas adalah penduga 
proses observasi dan nilai dugaannya. 
1. State dan Proses Observasi Model Hidden Markov 

Semua proses Markov dan proses obesrvasi didefinisikan pada ruang peluang 
. Misalkan  adalah rantai Markov dengan state berhingga yang bersifat 

homogen dan tersembunyai pada proses observasi . Pasangan proses 

stokastik   merupakan model Hidden Markov. 

 adalah filtrasi lengkap yang dibangkitkan oleh , dan  adalah filtrasi 

lengkap yang dibangkitkan oleh .  adalah rantai Markov homogen dengan ruang state 

, dimana , dan  adalah matriks peluang transisi  

rantai Markov dengan                  
  

yang memenuhi   adalah filtrasi lengkap yang dibangkitkan oleh 

 dan . 
2. State dan Proses Observasi Model Diskrit 

Ruang proses obervasi  dimana , dan  

merupakan matriks peluang transisi dengan  
  

yang memenuhi   

Model Hidden Markov Diskrit Elliott et al. (1995) yang dibahas adalah 
                                                , 

                                                                untuk    

 
                                                                     
                                                                   

 
                                            
Jika , maka vektor merupakan nilai harapan dari , yaitu 

 dan untuk  ergodic memenuhi   dan . 

3. State dan Proses Observasi Model Kontinu 
Model Hidden Markov Kontinu dengan waktu diskret (Elliott et al., 1995) yang 

dibahas berbentuk: 
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                                                       , 
di mana ruang state dari X adalah , dengan , yaitu 
himpunan vektor satuan  , di mana hanya elemen ke-i yang bernilai 1 dan lainnya 
0.  adalah matriks peluang transisi yang memenuhi .  

Jika , maka vektor  merupakan nilai harapan dari , yaitu 

  dan untuk  ergodic memenuhi   dan   

 adalah barisan peubah acak yang bebas stokastik identik menyebar normal dengan 
rataan nol dan ragam satu, N(0,1).  bebas stokastik.  

Misalkan  adalah filtrasi lengkap yang dibangkitkan oleh  dan  
memenuhi . Karena , maka fungsi  dan  didefinisikan sebagai 
vektor . Didefinisikan  dan , di 
mana  merupakan perkalian dalam di  dengan , untuk . 
4. Nilai harapan Bersyarat 

Misalkan barisan  adalah filtrasi lengkap yang dibangkitkan oleh , dan 
 adalah filtrasi lengkap yang dibangkitkan oleh  dan . Karena  

peubah acak bebas stokastik identik, maka  bebas stokastik dari  dan . Selanjutnya 
akan diturunkan sebaran bersyarat  , dan nilai  

 
 
Lema (Elliott et al., 1995) 

 
 
Bukti 
                              
                                                 

                                                                                                                                                                                          
 
Lema (Hogg et al., 2013) 
Jika  adalah peubah acak yang menyebar normal, , maka , , adalah peubah 
acak normal menyebar normal, . 
 
Sebaran bersyarat dari  dengan  adalah 
                                               
                                                                            
                                                                                                                                                                                                                 
                                                                        
Misalkan , dan jika diketahui  adalah fungsi 
kepadatan dengan , maka fungsi kepadatan bersyarat dari  
adalah . Adpaun sebaran bersama bersyarat dari  dan 

 adalah        

                                                     
Lebih lanjut, berdasarkan hasil  dan dengan menggunakan aturan Bayes 
maka dari nilai harapan berikut 

                                                  

didapatkan 
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Teorema (Elliott et al.,1995) 

                                        

Teorema ini menunjukkan bahwa  bergantung pada  dan  secara tidak linear. 
Perubahan Ukuran 

Ukuran peluang awal  diubah menjadi peluang baru  kemudian diinterpretasikan 
kembali ke dalam ukuran peluang . Perubahan ukuran ini dibatasi oleh turunan Radon-
Nikodym (Billingsley, 1995). 
1. Perubahan Ukuran Model Diskrit 

Di bawah ukuran peluang P pada , dan  adalah medan-  yang 
dibangkitkan   berlaku: 

• X merupakan rantai Markov yang homogen dan memenuhi    dan  

. 

• ,  di mana  dan  merupakan peubah acak 

yang bergantung pada  

Akan dikontruksi suatu peluang baru  pada  yang kontinu absolut terhadap P, 

dengan turunan Radon-Nikodym  Eksistensi  dijamin oleh Teorema Radon-

Nikodym dan eksistensi  dijamin oleh Teorema Perluasan Kolmogorov (Wong dan Hajek, 

1985). 

Definisikan , dan  di mana  . 

Jadi  adalah fungsi tak linear dari  sehingga dapat ditulis 

 
Sehingga di bawah ukuran peluang  pada  berlaku:  

•  merupakan rantai Markov yang homogen dan memenuhi   dan  

.  

• Y merupakan barisan peubah acak diskret dengan  yang bersifat bebas 

stokastik identik dan menyebar seragam dengan 

,  untuk  

•  dan  saling bebas  

Konstruksi ukuran peluang P pada  dari dengan  turunan Radon-Nikodym   

  sehingga di bawah P, model di atas dipenuhi yaitu: 

•  merupakan rantai Markov homogen yang memenuhi  dan  

. 

• ,  di mana  dan  merupakan peubah acak 

yang bergantung pada  

Untuk menentukan ukuran peluang P dari  didefinisikan  dan  yang merupakan invers 

dari  dan  yaitu     dan   ,  . 

2. Perubahan Ukuran Model Kontinu 
Di bawah ukuran P pada  berlaku: 

• X merupakan rantai Markov yang homogen dan memenuhi    dan  

. 

• ,  di mana  merupakan barisan peubah acak  

kontinu yang bersifat bebas stokastik identik menyebar normal .  merupakan 
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peubah acak yang bergantung pada dengan fungsi kepekatan peluang dari  adalah 

 

Di dalam ruang peluang  didefinisikan ukuran peluang baru  dengan batasan 

turunan Radon-Nikodym . Eksistensi  dijamin oleh Teorema Radon-Nikodym 

dan eksistensi  dijamin oleh Teorema Perluasan Kolmogorov (Wong dan Hajek, 1985). 

Akan dikontruksikan ukuran peluang  yang kontinu absolut terhadap P dengan  

dan peubah acak  mempunyai fungsi kepadatan : 

 
sehingga di bawah ukuran peluang   akan berlaku:  

•  merupakan rantai Markov yang homogen dan memenuhi  dan  
.  

• Y merupakan barisan peubah acak kiontinu yang bebas stokastik identik menyebar 
normal   

Definisikan ukuran peluang  dari   dengan batasan  turunan Radon-Nikodym terhadap 

  . Ukuran peluang  yang dikonstruksi kembali menggunakan 

 yang memenuhi    ,dan   . 

Definisi dan Teorema Pendugaan Rekursif Model Hidden Markov 
Pendugaan parameter model Hidden Markov dengan menggunakan reestimasi 

parameternya membutuhkan ukuran peluang baru. Pendugaan rekursif adalah bentuk 
reestimasi parameter model ini di dalam ukuran peluang baru.  
 
Definisi (Elliot et al., 1995) 
Didefinisikan 
                                                       

 
, 

dengan 

 
                                   
                                                 
                                                                                         
                                                                                        
                                                                                           

 
Teorema (Elliot et al., 1995) 

, , adalah kolom ke-j dari matriks , dan 

adalah kolom ke-j dari matriks  

Maka 
                                  

 

                                                                   . 

Bukti:  
) 
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Lema (Elliot et al., 1995) 
   

 
Bukti: 
Dengan menggunakan definisi 4.4.1, didapatkan 
  
           
                                                                                                                                                                                     

 
Lema (Elliot et al., 1995) 
                         

 
Bukti: 
Dengan menggunakan Lema 4.4.3, didapatkan 
   
      
  
                                                                                                                                

 
Notasi (Elliot et al., 1995) 

 
Teorema (Elliott et al., 1995) 
Misalkan  adalah suatu proses yang bernilai skalar dan adapted terhadap filtrasi : 

 terukur , dan  
 adalah proses yang predictable terhadap filtrasi 

, dan  adalah proses vektor berdimensi  maka 
                      

 

 

dimana  dan . 

Penduga Rekursif untuk Peoses Observasi Model Diskrit 
Banyak kejadian  berada pada state  dan  state 

 sampai waktu ke-k, didefinisikan 
             ,      , 

maka 
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Untuk  ,     pada Teorema 4.4.2 dan dengan 
Notasi 4.4.5 dapat diperoleh 
                                          

 untuk  dengan mengambil  
diperoleh 

  

Nilai Dugaan  Model Diskrit 
Lema (Nilai Harapan Bersyarat )   
Nilai harapan bersyarat  jika diketahui  adalah 
 ,  

dengan  
 
Bukti : 

  
  
  
  
  

 .                                                                                        

                                                                               

Penduga Rekursif untuk Proses Observasi Model Kontinu 
Parameter  dan  pada proses observasi 

, diduga ulang dengan menggunakan penduga berikut ini. 

 
                                                                        
dimana . 
Dari Teorema 4.4.6 (Elliott et al., 1995) dan definisi  didapatkan penduga rekursif 
proses observasi 
         . 

 
Bukti: 
Berdasarkan teorema 4.4.6 (Elliott et al., 1995) dan definisi , dan dengan 
menggunakan  didapatkan 

  

                       
                       
                                                                                                             

                                                                                                                                                         

 
Dengan langkah yang serupa dan mengambil nilai 

 untuk  didapatkan bentuk 
unnormalized smoother dari  jika diketahui filtrasi , , 
adalah 

 
Nilai Dugaan  Model Kontinu 
Lema (Nilai Harapan Bersyarat )   
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Nilai harapan bersyarat  jika diketahui  adalah 

                          
dimana . 
Bukti: 

                        
                                 

                                 

                                     

                                                                                                                   
PENUTUP 

Untuk mendapatkan paramater baru yang digunakan untuk menduga parameter 
pada Model Hidden Markov membutuhkan pendugaan rekursif. Salah satu dari empat 
penduga rekursif model ini adalah  
1. Penduga rekursif untuk proses observasi model diskrit dan nilai dugaannya: 

•   

• Bentuk unnormalized smoother 
            

•   

2. Penduga rekursif untuk proses observasi model kontinu dan nilai dugaannya: 

•  

• Bentuk unnormalized smoother  
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