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ABSTRAK

Model hidden Markov mengasumsikan bahwa barisan rantai Markov tersembunyi di dalam
proses observasi. Karena penyebab kejadian dari proses observasi disembunyikan maka diperlukan
estimasi parameternya. Proses ini berjalan melalui pendugaan rekursif di dalam ukuran peluang
baru. Perumusan pendugaan rekursif menggunkan metode perubahan ukuran peluang. Penelitian ini
membahas pendugaan rekursif proses observasi dan nilai dugaanya dari model Hidden Markov
Elliott e al. (1995).

Kata Kunci: rantai Markov; model Hidden Markov; perubahan ukuran; pendugaan rekursif.

ABSTRACT

The hidden Markov model assumes that the Markov chain is bidden in the observation process. Since the
canse of the event from the observation process is hidden, it is necessary to estimate the parameters. This process goes
through recursive estimates of new probability measures. The formulation of recursive estimates uses the probability
measure method. This study discusses recursive estimation of the observation process and its estimated value from the
Hidden Markov model of Elliott et al. (1995)

Keywords: Markov chain, Hidden Matrkov model; change of measure; recursive estimation.

PENDAHULUAN

Konsep percobaan random merupakan ide dasar teori probabilistik (Ross, 2008).

Percobaan ini menghasilkan objek pengamatan yang kejadiannya tidak dapat ditentukan
sebelumnya. Walpole (2017) mendefinisikan probabilistik sebagai derajat kepastian atau
keyakinan kemunculan suatu peristiwa dari percobaan random.
Proses stokastik adalah model probabilistik yang menggambarkan suatu barisan peristiwa
terjadi secara random dalam rangkaian kondisi atau waktu tertentu (Ghahramani, 2018).
Patrick Roger (2010) menjelaskan proses stokastik bedasarkan pada perubahan untuk setiap
nilai secara random mengikuti alur waktu. Definisi proses stokastik menurut J. Leon (2014)
adalah koleksi hasil akhir dari setiap tahapan suatu barisan percobaan yang mempunyai
peluang. Ketiga pendapat ini dapat menjelaskan bahwa proses stokastik adalah suatu
rangkaian peristiwa dalam dunia nyata yang mengalami perubahan secara random pada
satuan waktu, masa lalu hingga masa sekarang, jika menghasilkan suatu kerangka peluang
keadaan di masa yang akan datang.

Proses Markov merupakan proses stokastik yang memenuhi sifat-sifat berikut: 1)
Kumpulan hasil yang mungkin dari proses ini berhingga. 2) Peluang hasil atau keadaan
terjadi pada proses selanjutnya bergantung kepada hasil sebelumnya. 3) Peluang keadaan
terjadi adalah tetap pada setiap proses.

Model Hidden Markov merupakan model stokastik dari rangkaian proses Markov,
berupa pasangan stzate dengan parameter tersembunyi dibalik proses observasi yang dapat
diamati secara langsung (Elliott e# a/, 1995). Setiap state mempunyai distribusi probabilitas
dari satuan-satuan informasi yang mungkin muncul, sehingga model ini dapat memberikan
beberapa informasi tentang barisan-barisan szaze.
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METODE PENELITIAN
Studi ini merupakan kajian pustaka pendugaan rekursif Model Hidden Markov

Elliott ez al. (1995) dengan menggunakan metode perubahan ukuran peluang.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pada bagian ini diawali dengan definisi Model Hidden Markov Elliott ef al. (1995)
dengan berbagai karakteristiknya. Selanjutnya. Upaya melakukan kajian teorema dan lema
yang berkaitan dengan perubahan ukuran peluang, dan studi pendugaan rekursif proses
observasi dan nilai dugaannya.

Model Hidden Markov Elliott et al. (1995)

Model ini dapat melakukan pendugaan proses observasi yang akan datang, dengan
state penyebab kejadian yang tersembunyi. Pendugaan parameter model Hidden Markov
membutuhkan langkah perubahan ukuran peluang. Mekanisme perubahannya dari bentuk
asal menjadi bentuk baru, kemudian dikonstruksi kembali ke dalam bentuk asal. Turunan
Radon-Nykodim yang membatasi perubahannya. Reestimasi parameter model
menggunakan pendugaan rekursif. Dalam studi ini, yang akan dibahas adalah penduga
proses observasi dan nilai dugaannya.

1. State dan Proses Observasi Model Hidden Markov

Semua proses Markov dan proses obesrvasi didefinisikan pada ruang peluang
(0, F,P). Misalkan ¥ = {X;; k € N} adalah rantai Markov dengan state berhingga yang bersifat
homogen dan tersembunyai pada proses observasi ¥ = {¥F;:k € N}. Pasangan proses
stokastik (¥, ¥.).k € N merupakan model Hidden Markov.

{Filien adalah filtrasi lengkap yang dibangkitkan oleh {X;}, dan {Yiliey adalah filtrasi
lengkap yang dibangkitkan oleh {¥;}. {X;} adalah rantai Markov homogen dengan ruang state

X5y ={e.es ..oy}, dimana e %Y, dan A4 = (a;) adalah matriks peluang transisi

NN
rantai Markov dengan
(a;) = P(Keor = gl F) =P (X, = | K =20,
yang memenuhi Y, a; = 1, a; = 0.{Gy}pey adalah filtrasi lengkap yang dibangkitkan oleh
(%} dan (¥},
2. State dan Proses Observasi Model Diskrit
Ruang proses obervasi V. Sy = {fi. .. fid. dimana £ € %", dan € = (g;) & WY
merupakan matriks peluang transisi dengan
6i = P(Vier = £160) = P(Yrs = | X =20,
yang memenuhi T} 65 =1, ¢z =0, 1=j=M 1<i <N,
Model Hidden Markov Diskrit Elliott e# a/l. (1995) yang dibahas adalah
Kepr = AX + Vg,
Vo= CX, + Wy untuk k e M,
¥, dan W}, memenuhi:
ElV 11| el
E[ Wity | Gil
(Viear) 1= EWVi, VT, | |Fi] = diag(4X, ) — A diag X, AT,
(Wisrd: = EIW, W, 1G] = diag(C X ) — € diag X, CT
Jika m = P{}c’ = e_i-}, maka vektor @ = (w75, ... HM]Tmerupakan nilai harapan dari X, yaitu
m = E[X] dan untuk X ergodic memenuhi A7 =7 dan Z¥, m; = 1.
3. State dan Proses Observasi Model Kontinu
Model Hidden Markov Kontinu dengan waktu diskret (Elliott e al, 1995) yang
dibahas berbentuk:

=10
=10
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Kepr = AN + Ve

Vier = elXp) + oK) gy,
di mana ruang state dari X adalah Sy = {e;, e;, ..., ey}, dengan & = (0,...,0,1,0...0)7 € ®Y | yaitu
himpunan vektor satuan & € %" di mana hanya elemen ke-/ yang bernilai 1 dan lainnya
0.4= {nj-,- }NRN adalah matriks peluang transisi yang memenuhi £Y_, a; = 1, a; = 0.
Jika m; = P(X; = ¢;), maka vektor m = (my, o, ... my)" merupakan nilai harapan dari X, yaitu
m = E[X] dan untuk X e/godic memenuhi Am = m dan E¥_, m; = 1.
{wg .1} adalah barisan peubah acak yang bebas stokastik identik menyebar normal dengan
rataan nol dan ragam satu, N(0,1). @y 4, dan ¥, bebas stokastik.

Misalkan {F;.k € N} adalah filtrasi lengkap yang dibangkitkan oleh X dan W
memenuhi E[V,,|F]=0. KarenaX; € 5y, maka fungsi ¢ dan ¢ didefinisikan sebagai
vektor .dan g =(g,.0; ..oy )T € RY, Didefinisikan (X, ) ={c. X} dan o) = {a.X), di
mana {.... ...} merupakan perkalian dalam di ®#" dengan g; = 0, untuk 0 =i = N.

4. Nilai harapan Bersyarat

Misalkan barisan {Ux}zen adalah filtrasi lengkap yang dibangkitkan oleh {¥3}, dan
{Gilren adalah filtrasi lengkap yang dibangkitkan oleh {¥;} dan {¥}}. Karena wy. k € H
peubah acak bebas stokastik identik, maka @y bebas stokastik dari §x dan Fy. Selanjutnya
akan diturunkan sebaran bersyarat X jika diketahui Uy, X ., jika diketahui ., dan nilai
harapan bersyarat ¥, jika diketahui T/;.

Lema (Elliott e al., 1995)
{F[}(';_- |'y;_-]-e?,-} = E[{X;_-- 9,'}|'y;_-] = P{Xi; = gfllyk]

Bukti
{E[X;_- |'y;_-]-ﬁ?|'} = Ej}LLP{X;_- =g |yh] {g_i-.gl-}
= E?:L{QJ'P{XR = g|-|'yk].g|-}
= P(X; = ¢lU). .

Lema (Hogg ¢z al., 2013)
Jika @ adalah peubah acak yang menyebar normal, N{0.1}, maka o;w, o; = 0, adalah peubah
acak normal menyebar normal, N(0. ;).

Sebaran bersyarat dari ¥y, jika diketahui T dengan t € 9 sebarang adalah
P(¥iyy = 1T ) =EL, PV, S 2.5 =& 1T;)
= L P¥hyy = 8K, = ) PUX; = T )
= EFLLP{EI T oo, = ﬂP{XE; = E7|'|'yi.']
= E‘LLP{X;_- = g|-|'y;__]P{gl-@;__ a=t- I:"l']'
Misalkan X, = E[X|U;] = (¥, e} = P(X, = 1Y), dan jika diketahui ¢;(x)} adalah fungsi
kepadatan dengan N{0.¢;), maka fungsi kepadatan bersyarat dari ¥y, jika diketahui U;
adalah IV (X, e) J.-{t - cj-}. Adpaun sebaran bersama bersyarat dari X dan
V., jika diketahui Uy adalah
P{XF: =gV = tlyh] = {Xﬁk'gf}‘pl’{t - ':'I')'
Lebih lanjut, berdasarkan hasil {¥.e;}¢:(t —¢;) dan dengan menggunakan aturan Bayes
maka dari nilai harapan berikut

E[{X;_ Ei}lly;_-.,.j_] =

F'xr:=FiYk—l yr:'

P(¥iaq (Y
didapatkan
L (kg edeidype—cde
E'}'I: |::2[: PJ':".f'J' (J"t:— 1 _f.l':l '

EL% 1 Ype]l =
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Teorema (Elliott e a/l.,1995)

- (£ eiaily cilAe;
- : T _"‘L 1" s L
Kewr = E[XK+L|HIK+L] v, a':’_PJ:'-,ﬁJI:J-,; —c;)

Teorema ini menunjukkan bahwa ¥, bergantung pada X dan ¥, secara tidak linear.
Perubahan Ukuran
Ukuran peluang awal P diubah menjadi peluang baru P kemudian diinterpretasikan
kembali ke dalam ukuran peluang P. Perubahan ukuran ini dibatasi oleh turunan Radon-
Nikodym (Billingsley, 1995).
1. Perubahan Ukuran Model Diskrit
Di bawah ukuran peluang P pada (.Vii;§;), dan ViZ, §; adalah medan-g yang
dibangkitkan §. %I & N berlaku:
e X merupakan rantai Markov yang homogen dan memenuhi X;.; = A% + V. dan
E | RI=0.
o Vi, = CK +Wy,,, k €N di mana E[W;,, |Gl =0 dan ¥;,, merupakan peubah acak
yang bergantung pada Xj.
Akan dikontruksi suatu peluang baru P pada (L.VEZ,§;) yang kontinu absolut terhadap P,

dengan turunan Radon-Nikodym g ¢, = My Eksistensi & dijamin oleh Teorema Radon-

Nikodym dan eksistensi P dijamin oleh Teorema Perluasan Kolmogorov (Wong dan Hajek,
1985).

i

L & . i (1, untuki==k
= — A, =112, 45 L= I .
Definisikan 4; = [T} L(\;I' L:I ,dan A =117, 11 di mana ¥ 0. untuk i = k
Jadi 4z  adalah  fungsi tak  linear dari ¥z  schingga  dapat  ditulis
M -
Vi
Ap= A0 = -,
K h{ hJ PI-'IC'-I

Sehingga di bawah ukuran peluang P pada (1. VI, §;) berlaku:

e ¥ merupakan rantai Markov yang homogen dan memenuhi ., = AX, + W, dan
EV,,|Fl=0.

® Y merupakan batisan peubah acak diskret dengan S5y ={f. fo.-. fir} yang bersifat bebas
stokastik identik dan menyebar seragam dengan
Ply,=f)= i, untuk i = L2, M,

e V; dan V; saling bebas

Konstruksi ukuran peluang P pada (QLVE,§;) dari P dengan turunan Radon-Nikodym
ép

gr Sk

e ¥ merupakan rantai Markov homogen yang memenuhi X, = AX +V., dan
El,.. Bl = 0,

® Vi = CX £ Wy, k €N di mana E[W;,, |Gl =0 dan ¥, merupakan peubah acak
yang bergantung pada Xj.

Untuk menentukan ukuran peluang P dari P didefinisikan I; dan &; yang merupakan invers

dari 4 dan Ay yaitu £, = T0,(Me))", By =TTE, I Ay =1dan 21, =K, Lk en,

2. Perubahan Ukuran Model Kontinu

Di bawah ukuran P pada (£ F} berlaku:

e X merupakan rantai Markov yang homogen dan memenuhi X,; = A¥ + V. dan
E . |Rl=0

o Vi = () +o(X)wp,,, Kk €N, di mana {w;.,} merupakan barisan peubah acak
kontinu yang bersifat bebas stokastik identik menyebar normal N({0.1}. ¥;., merupakan

= Ay sehingga di bawah P, model di atas dipenuhi yaitu:
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peubah acak yang bergantung pada X; dengan fungsi kepekatan peluang dari ¥y, adalah

—I.‘ ci)®
N 1 (! L
L m e
W =0

Di dalam ruang peluang (. F) didefinisikan ukuran peluang baru P dengan batasan
turunan Radon-Nikodym g |§.: = /. Eksistensi & dijamin oleh Teorema Radon-Nikodym
dan cksistensi £ dijamin oleh Teorema Perluasan Kolmogorov (Wong dan Hajek, 1985).
Akan dikontruksikan ukuran peluang P yang kontinu absolut terhadap P dengan E =k
dan peubah acak ¥ mempunyal fung51 kepadatan ¢

By <o) [m dy = [ A{m]:p{w]—dj

—

sehingga di bawah ukuran peluang P akan berlaku:
e ¥ merupakan rantai Markov yang homogen dan memenuhi X, = AX + V. dan
EV,,,|F]=0

e Y merupakan barisan peubah acak kiontinu yang bebas stokastik identik menyebar
normal N(0,1).
Definisikan ukuran peluang P dari P dengan batasan turunan Radon-Nikodym terhadap

Gx 5 g, =8 Ukuran peluang P yang dikonstruksi  kembali menggunakan
I;:A;'L::'—ﬁ;:ﬁ}yangmemenuhﬂax}IL'I K =IIL, 4, A,=1dan Lk eN.
Fl— e VY

Definisi dan Teorema Pendugaan Rekursif Model Hidden Markov

Pendugaan parameter model Hidden Markov dengan menggunakan reestimasi
parameternya membutuhkan ukuran peluang baru. Pendugaan rekursif adalah bentuk
reestimasi parameter model ini di dalam ukuran peluang baru.

Definisi (Elliot ¢f af,, 1995)
Didefinisikan
Vier = Xy — AX,
dengan
ElVsr | Rl = EDViyy | X
= E[X\y — AK | X ]
= E[ %,y 1 %] — E[AX | X%, ]
= E[ X1 1 %] — AE[ X | X, ]

= ."J]XL —_ ."J]X;L

=0
Teorema (Elliot ez al., 1995)
¢ =Ce = {.':LJ.. Caju .:M} 1=j=N, adalah kolom ke-j dari matriks € = (cj)pay, dan
a; = Ag; = ( @yj. g .nNJ.-}' adalah kolom ke-j dari matriks A = ( ﬂi"'}vw'

Maka

Viearier Hiar) = EVoy 6 Wit {ri i (H ) + view i (o + {85 Vit ). £5)
-I-[di:ag{ ”_i'} - ﬂj’”}]g[{ﬂk*}(’k 'g_i'}.'gicﬂ.l 'ykﬂ.]-
Bukti:
¥ie+1 R+L{HR+L] =¥ (Hipr X +J.)
- E["‘!"r.+th+LXh+l| yr.+].]
- E["‘!‘h+L{H + Bps1 + l:'I'r':l|r.+l. 1"|.+J.::I + I::"’:-'Lr.+1. Fr.+].}:]'i"fj}:II + 1"r.+].]| th+l]
= {[{[ﬁxu{ﬂu + @y Brrr Vet + 00001 Vi  DAK + Vit 1G 11| Y d]
= E[E[{Hh + by + {.EF;+L' II’E.'+J.::I + {'EF;H. 1rrr.+1.::'l'£j}"'r. My +(Hp+ o, +
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{.EF;+LJ IIr,F;+J.::I + {5;_-_,_]_, PF;+L}]1’E; +LER+L | gi;+1.] | i.-":JIF;H.] | yk+1.]
= E?:J.':j{l'rkﬂ.]{{{]"k ;_-{H;_-l gj'} + l::]"Fc+1. il + {'ERH.* 1”;_-.,.]_}]; & }}ﬂj
+[diag(AX,) — Adiag(X JATIE[(Re X, ) Bir s Ui}
= E?:J.':j{l'rkﬂ.:l{{{]’k ;_-{H;_-J, E’_i'::I + I::]"Fc+l. elopsey + l::'-':.'LFc+J.J 1”;_-.,.]_}]; &} }}”_i' +
[diag{ﬂ_i-} - ﬂj’”}]g[{ﬂk}(&* &} }.Ek+L|yk+L]}' u

Lema (Elliot ez al., 1995)
Elsil Gl = 0.

Bukti:
Dengan menggunakan definisi 4.4.1, didapatkan
E[Gs1l Gil = EV o] Fe. Uil
ElV s R
0. ]

Lema (Elliot ¢ al,, 1995)
ED% o] Yiusl = 0.

Bukti:
Dengan menggunakan Lema 4.4.3, didapatkan
ElVessl Yewrd = EIEDR+ 1| Gio Yier ]| Y]
= E[EWeral Gull Yress]
= E[0] Yxi]
=0 u

Notasi (Elliot ez al., 1995)
M

.::'_i-{lr’;_.] =M | Cﬁﬂ
d
i=1

Teorema (Elliott ¢f al., 1995)

Misalkan Hy adalah suatu proses yang bernilai skalar dan adapted terhadap filtrasi §:

Hy terukur Fo, dan Hipy = He b oy + Bivr Vst + Gt fln s dn 2 L
Vi1 = Xppy — AKX, f fungsi bernilai skalar. @ 8.6 adalah proses yang predictable terhadap filtrasi
G, dan B adalah proses vektor berdimensi N. maka

Yie1 (Hir 1 K1) = _]"R+LE+L{HR+L] = _

{{V* (Hi e ) T O Das + i (e (K, r'{JUL]}]HI}

W
=1

+ ¥ie (g (e, T Ot DD Fe 4 e
+{diagla;) — a;a; i Bre s (K, T O D)

o[2)

dimana a; = Ae; dan Ty, ,) =

& (Vie
Penduga Rekursif untuk Peoses Observasi Model Diskrit
Banyak kejadian X _; berada pada state e.1=r =N. dan ¥;berada pada stare
fo:1 = 5 =M. sampai waktu ke-£, didefinisikan
T =%, (%_,e)V.f) 1=r=N 1l=s=M
maka
TE=RE+ {{Xic* gr}fw 1'ch+].::"
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Untuk Hgpy =5, Hp=0, ey = =0 & ={X_,.e)f pada Teorema 4.4.2 dan dengan
Notasi 4.4.5 dapat diperoleh
¥ie+1 R+L{*TRTL] E_. J.‘[':' {PHL] {]’l n{rm] i)a }+M{r|'m E?r::'{ R+LJf3}Csr”r
Bentuk unnormalized smoother  untuk T;° dengan mengambil  Hg,; = Hp = T%
k+1=m, a=§ =& =0diperoleh
Vet T} = LV 67V 1) v 2 (175D ) @y,
Nilai Dugaan ¥;,; Model Diskrit
Lema (Nilai Harapan Bersyarat ¥i.,)
Nilai harapan bersyarat ¥y, jika diketahui U adalah
?hu = El¥; +L|yh] E“ LE =1 Cjidk & jf_,a
dengan g (e} = P(X; =& |Y;)

Bukti :
Viwr = E¥ 1T ]
= T2 P (Vier = £1 U F;
= TSN P(Vewy = £ K = &l Yi O
= S5, P(Viey = £1% = e)P(%; = &i|Y5)
=E§-“'=lE.=L ciiP( X = &| Ui f;

= Ej‘i"I=l. EJ|1'“'r=1. cj'l'qk': gl’].ﬁ'
]
Penduga Rekursif untuk Proses Observasi Model Kontinu
Parameter ¢ = (g}, 02,...0y)" dan ¢= (¢, €2 mncy)’  pada proses observasi
Yoy = () + 0(¥; Jewg . k € N, diduga ulang dengan menggunakan penduga berikut ini.

E+Ll
Tl = Z{X,-_L,er}f{lr’,-], 1=r=N
=1
= T (F) + (X e ) f (V).
dimana f¥) = ¥ atau f(¥) =
Dari Teorema 4.4.6 (Elliott ¢z al., 1995) dan definisi T3~ L) didapatkan penduga rekursif
proses observasi

Visrer (T (F) = B e (T (). TR (W )Y @ + Qe 00 0, TE Y DV (Vi ety

Bukti:
Berdasarkan teorema 4.4.6 (Elliott e al, 1995) dan definisi Ty L(f), dan dengan
menggunakan Hg,; = T, () Hy = 0.agpy = 0, 8., = 0.dan &, = (X, e,) didapatkan
¥+t R+L{‘T-Fcr;1.{f:]}
E| L{Yn{j_r{f:lx ), FI-':FR'+L]} a; + YR{{XRJgr}{XRJFII{FF&J.J}:I.F{FHL]‘IF
= I i T (D X ). T e D & + 92 ({8 T Wiy D (Vi ey
= E ik (T (O T Wi @ + i (K ). T Wi DV (Vi ey

(]

Dengan langkah yang serupa dan mengambil nilai
Hyey =Hp= T(f) . Hy=0.a3,, = 0.54,, =0.dan &, = 0 untuk k > m didapatkan bentuk
unnormalized smoother dari Ty (f) jika diketahui filtrasi Yxsy, E =R, T (F0% L | Tss o],
adalah

N
s T = ) rmaTE DT Wiy
=L
Nilai Dugaan ¥;,; Model Kontinu
Lema (Nilai Harapan Bersyarat Yi.,)
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Nilai harapan bersyarat ¥y, jika diketahui U adalah

Vier = ElV 1T ] = EF:J.{fn & ){ey).
dimana X, = E[X;|¥;].

Bukti:
1}‘F;+J. = E[}rh+].|ﬁyh] -
= EJF:L{XF;' E"'l'::I -r—x 1rFFc+1.q:'|'{1'rk+1. - ':'l']d}fiﬁj.
= TR ) (e [ e (— ) d (i)
+ o JF:: Ev:-"k+].$ EXp (_ 'u-l,:;| I-) ﬂ":ﬁc-"k +L])
= EF:L{}?n E7|'::":':"'|':|
PENUTUP

Untuk mendapatkan paramater baru yang digunakan untuk menduga parameter
pada Model Hidden Markov membutuhkan pendugaan rekursif. Salah satu dari empat
penduga rekursif model ini adalah
1. Penduga rekursif untuk proses observasi model diskrit dan nilai dugaannya:

i {*T:.TL] = E?:L{cj{}rkﬂ.] {}’L‘ F;{*T_F;rs]' gj-} ﬂj'} + M{q;_.. gr}{}rkﬂ.'fs}csr“r'
o Bentuk unnormalized smoother
¥Ym R+L{j—r1i:3:| = E:;LL ':'_i'{FF&L] {}’rr. Fc{j_icrs]' E?_i'::I e
. k+1 = E[K.H.lyr.] = Ef:]. E‘|1'“'r=l. ':'_i'l'rl'k': gl’]fj'
2. Penduga rekursif untuk proses observasi model kontinu dan nilai dugaannya:
® Vewsios (L () = Tl (T (D). T %) 0 + (e 0. T Wiee D i,
o Bentuk unnormalized smoother
¥m Fc+1.{g-r€{f]} = Zi1t¥m hﬁ{j-i’:{f:]} FII{FF&L]} a;.
Vo1 = E[Vie s Y] = 21X ) ()
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