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ABSTRAK

Graf dapat digunakan untuk merepresentasikan struktur dan hubungan antara elemen-
elemen dalam sebuah grup. Graf koprima prima dari grup bilangan bulat modulo merupakan graf
yang himpunan simpulnya berupa himpunan elemen grup dan dua simpul berbeda dikatakan
bertetangga jika faktor persekutuan terbesar (FPB) dati order kedua simpul tersebut sama dengan 1
atau bilangan prima. Implementasi graf yang pernah digunakan dalam pengaturan frekuensi radio
adalah pelabelan L(2,1). Penelitian ini akan menkaji tentang pelabelan L(2,1) pada graf koprima-
prima dari grup bilangan bulat modulo yang beroder perpangkatan prima, yaitu Zyny dengan p
bilangan prima. Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah kajian pustaka dan analisis pola
yang terbentuk dari beberapa kasus nilai p. Hasil penelitian ini menunjukkan bahwa pelabelan L(2,1)
pada graf koprima-prima dari grup Z,n) memiiliki nilai minimal label terbesar 2p — 2 untuk n =1

dan p™ +p — 1 untuk n > 2.

Kata Kunci: pelabelan; graf koprima prima; grup bilangan bulat modulo.

ABSTRACT

Graphs is used to represent the structure and relationships between elements within a group.
The coprime prime graph of integer group modulo is a graph whose vertex set consists of elements
of group, and two any distinct vertices are adjacent if and only if the greatest common divisor (gcd)
of the orders of the two vertices is either 1 or a prime number. One of graph implementation that
has been used in radio frequency assignment is the L(2,1)-labeling. This research discusses the
L(2,1)-labeling on the coprime-prime graph of integer group modulo with order of prime power,
Zpny where p is a prime number. The method used in this research is literature review and analysis
of patterns formed from several cases for values of p. The results obtained of this study are the
L(2,1)-labeling of the coprime-prime graph Z,ny has minimum value of the largest label 2p — 2 for
n=landp"+p—1forn=2

Keywords: labeling; prime coprime graph; integer group modulo

PENDAHULUAN

Grup merupakan suatu himpunan yang tertutup terhadap operasi biner yang bersifat
asosiatif, memiliki elemen identitas untuk operasi tersebut, dan setiap elemennya memiliki
elemen invers dalam himpunan tersebut (Davvaz, 2021). Meskipun bersifat abstrak, struktur
grup ini dapat ditemukan dalam beberapa himpunan, seperti himpunan bilangan bulat Z
dengan operasi penjumlahan, himpunan semua bilangan bulat modulo Z,, dengan operasi
penjumlahan modulo n, dan himpunan semua matriks berordo m X n dengan entri bilangan
Real dengan operasi penjumlahan matriks.

Misalkan grup G diasumsikan sebagai himpunan simpul dan suatu kondisi dua simpul
saling bertetangga (terhubung langsung oleh sisi) didefinisikan, maka akan diperoleh sebuah
graf. Graf H = (V,E) terdiri dari V, suatu himpunan simpul, dan E, suatu himpunan sisi
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yang menghubungkan simpul-simpul di V' (Rosen, 2019). Graf yang diperoleh dari suatu grup
merupakan representasi dari grup tersebut. Penelitian tentang berbagai representasi graf dari
grup telah dilakukan. Graf prima dari suatu grup berhingga telah dikenalkan oleh Williams
(1981). Selanjutnya, Ma et al. (2014) memperkenalkan karakteristik dan bentuk graf koprima
dari berbagai grup berhingga. Mansoori et al. (2016) menkaji dual dari graf koprima, yaitu
graf non-koprima. Adhikari & Banerjee (2022) memperkenalkan graf koprima-prima dari
grup berhingea. Lingkup penelitian graf-graf tersebut terus berkembang. Devandra &
Chandini Anjali (2022) telah mendeskripsikan graf prima, graf koprima, graf non-koprima,
graf pangkat, dan graf irisan dari berbagai grup. Graf pangkat dari grup bilangan bulat
modulo berorder bilangan prima diteliti oleh Syechah et al. (2022). Beberapa penelitian
mengenai indeks topologi dari graf koprima dan graf koprima-prima dideskripsikan oleh
Husni et al. (2022), Syarifudin et al. (2023), Gayatri et al., 2023), dan Abdurahim et al. (2024,
2025). Implementasi graf di berbagai konteks mendukung perkembangan penelitian tentang
teori graf.

Salah satu penerapan graf adalah pelabelan. Pelabelan merupakan suatu fungsi yang
memasangkan setiap simpul dari graf H ke elemen himpunan {0,1,2,3, ..., k} untuk suatu
k € N dengan suatu sifat/teknik tertentu. Pelabelan L(2,1) merupakan teknik pelabelan
berdasarkan jarak antar simpul. Selisih label dari dua simpul bertetangga minimal 2 dan selisih
label dati dua simpul betjarak dua minimal 1 (Kamila & Jauhati, 2024). Pelabelan L(2,1)
digunakan untuk penentuan frekuensi radio yang kesediaannya terbatas dan transmitter yang
berdekatan tidak bisa menggunakan frekuensi yang sama. Penelitian tentang pelabelan L(2,1)
berkembang mengikuti jenis graf yang berkembang seperti graf roda, graf kipas, dan graf
teratai oleh Fatimah et al. (2016), graf sparkle oleh Husnul Yaqin (2019), graf buku segitiga,
graf kerucut, graf tadpole, graf dumbbell, dan graf hasil identifikasi tittk oleh Hafif
Komarullah (2020). Kamila & Jauhari, (2024) menunjukkan bahwa bilangan asli minimal
yang digunakan dalam pelabelan L(2,1) pada graf koprima [, (2p?) dengan p bilangan prima

adalah a4 (rz(zpz)) = 2p2.

Graf koprima dan graf koprima prima dari suatu grup yang sama memiliki himpunan
simpul yang sama, tetapi memiliki himpunan sisi yang berbeda. Dua simpul berbeda dari graf
koprima bertetangga jika FPB dari order kedua simpul adalah 1 (Dorbidi, 2016). Sementara
itu, dua simpul berbeda dari graf koprima prima bertetangga jika FPB dari order kedua simpul
adalah 1 atau bilangan prima (Adhikari & Banerjee, 2022). Akibatnya graf koprima
merupakan subgraf dari graf koprima prima. Bertambahnya sisi pada dua simpul dari graf
koprima menjadi graf koprima prima akan mengakibatkan adanya perbedaan antara pelabelan
L(2,1) pada graf koprima dan graf koprima prima. Artikel ini akan membahas pelabelan
L(2,1) pada graf koprima prima, khususnya graf koprima prima dari grup bilangan bulat
modulo p™ dengan p bilangan prima, serta nilai minimal dari label terbesar pada pelabelan
ini.

Beberapa definisi dan teorema yang akan digunakan dalam penelitian ini adalah
sebagai berikut.

Definisi 1

Dua simpul u dan v pada graf G dikatakan bertetangga di G jika u dan v merupakan titik
ujung dari sisi/garis e di himpunan sisi pada graf G (Rosen, 2019). Jadi u dan v bertetangga
jika ada sisi e = (u,v) € E(G).
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Definisi 2
Jarak dua simpul u dan v pada graf G adalah panjang lintasan minimal yang menghubungkan
kedua simpul dan dinotasikan sebagai d(u, v) (Hafif Komarullah, 2020).

Definisi 3
Misalkan G grup dengan elemen identitas e dan x € G, order elemen x adalah bilangan asli
terkecil k sedemikian hingga x k = e dan dinotasikan |x| = k (Husni et al., 2022).

Teorema 1

Misalkan G grup siklik berorder n. Graf koptrima prima @(G) merupakan graf lengkap jika
dan hanya jika n merupakan bilangan prima (Adhikari & Banerjee, 2022).

Bukti : telah dibuktikan oleh Adhikari & Banerjee (2022).

Teorema 3

Nilai minimal label terbesar dari pelabelan L(2,1) pada graf lengkap K, adalah
@21 (K, ) = 2n — 2 (Husnul Yagin, 2019).

Bukti: telah dibuktikan oleh Husnul Yaqin (2019).

Berikut contoh graf koprima prima untuk Z,, grup bilangan bulat modulo n dan
pelabelan L(2,1) pada graf tersebut.

Contoh 1

adalah |0] =1, |1| =6, |2| =3, |3| =2, |4| =3, dan |§| = 6. Selanjutnya dapat
ditentukan nilai FPB dari order dari setiap pasangan elemen seperti pada Tabel 1.

Tabel 1. FPB Order Dua Elemen

Order 0] 1] 2] 3] |4] |5]

0] - @L1Th=1  (0L12hb=1 (0L13)=1 (OL14h=1 (0L[5p =1
11 (110D =1 - (1L12h=3  (1L13h=2 (114 =3 (1.,[5h=6
12l d2L1oh=1 (2111 =3 - 2,13h=1 (21,14 =3 (21,5 =3
13 @3Loh=1 @3LIIh=2 (3LI12h=1 - 3L14) =1 (3L[5p =2
14| (aLloh=1 (4L1Ih=3 (4.12h=3 (4.13D =1 - 14, ]5p =3
5 d5L1op=1 (511h=6 (5L12hb=3 (5L13D =2 (5].14h =3 -

Dua simpul bertentangga pada graf koprima prima jika FPB dari order kedua simpul adalah

1 atau prima, sehingga diperoleh graf @(Zg) dengan tabel daftar ketetanggan pada Tabel 2

dan graf ©(Zg) dapat disajikan seperti Gambar 1.
Tabel 2. Daftar Ketetanggaan Elemen Graf

Simpul Simpul yang Bertetangga
0 1,2,3,4,5
1 0,2,34
2 0,1,34,5
3 0,1,2,4,5
3 01,235
5 0,1,2,3,4
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Gambar 1. Graf Koprima prima 0(Zg)
Graf koprima prima ©(Zg) yang dilabeli dengan pelabelan L(2,1) mempunyai nilai minimal
label terbesarnya adalah a1 (0(Zg) ) = 9. Pelabelan L(2,1) pada graf ©(Zg) ditunjukkan
pada Gambar 2.

4 7

‘»-"\
=

Gambar 2. Pelabelan L(2,1) pada Graf Koprima prima 0(Zg)

METODE PENELITIAN

Metode yang digunakan adalah penelitian dasar. Metode ini digunakan untuk
mengembangkan teoti sehingga dapat diperoleh teori baru dari materi yang diteliti. Penelitian
ini lebih fokus untuk mengetahui, menjelaskan, dan memprediksi sifat/karakteritik dari teori
yang diteliti yaitu pelabelan L(2,1) graf koprima prima dari grup bilangan bulat modulo p™
dengan p bilangan prima serta nilai minimal dari label terbesar pada pelabelan ini.

Penelitian diawali dengan menelaah atau teori, kemudian permasalahan
dikelompokan dalam beberapa kasus. Dalam suatu kasus, dipilih beberapa contoh teori untuk
menentukan pola dan menyusun dugaan yang sesuai pola. Terakhir, dugaan dibuktikan
dengan pembuktian deduktif. Penelitian ini termasuk penelitian deskriptif. Data atau teori
yang dibutuhkan dapat diperoleh melalui buku dan jurnal serta sumber pustaka yang lainnya.

Teknik analisis yang digunakan adalah analisis isi sehingga teori dapat dikembangkan dengan
baik.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Pelabelan L(2, 1) pada Graf Koprima Prima ©(Z,) dengan p bilangan ptima
Berikut contoh graf koprima prima untuk Z, grup bilangan bulat modulo p dengan

p bilangan prima serta pelabelan L(2,1) pada graf tersebut.

Contoh 2

0] =1, |1| = 2| = |3]| = |4] = |§| = |6] = 7 sehingga FPB dari order dua clemennya
adalah 1 atau 7. Akibatnya setiap dua simpul berbeda akan bertetangga di graf koprima prima

O(Z,). Graf O(Z;) dan pelabelan L(2,1) dengan @,1(0(Z7) ) = 12 masing-masing
ditunjukkan Gambar 3 dan Gambar 4.
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Gambar 4. Pelabelan L(2,1) pada Graf Koprima prima 0(Z-)

Grup bilangan bulat modulo p dengan p prima, yaitu Z,,, merupakan grup siklik yang
berorder p. Setiap elemen di Zj, beroder 1 atau bilangan prima p. Akibatnya FPB dari order
sebarang dua elemen adalah 1 atau bilangan prima. Setiap dua simpul graf koprima prima
untuk @(Zp) akan bertetangga sehingga diperoleh graf lengkap. Berikut teorema tentang
nilai minimal label terbesar dari pelabelan L(2,1) pada graf ini.

Teorema 4.
Nilai minimal label terbesar dari pelabelan L(2,1) pada graf koprima prima (E)(Zp) dengan
p prima adalah aZ,l(e(Zp) ) =2p—2.

Bukti:

Grup Z, dengan p bilangan prima merupakan grup siklik. Berdasarkan Teorema 2, graf
@(Zp) merupakan graf lengkap. Selanjutnya berdasarkan Teorema 3, nilai minimal label
terbesar dari pelabelan L(2,1) pada graf G)(Zp) adalah a3 ; (@(Zp) ) =2p — 2.

Selanjutnya akan disajikan pelabelan L(2,1) pada beberapa graf koprima prima untuk
grup bilangan bulat modulo dengan order perpangkatan bilangan prima meliputi G)(Z(Zn)),
@(Z(3n)), dan @(Z(pn)) untuk suatu bilangan prima dann > 2.
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Graf Koprima Prima O(Z(Zn)), dengann € Nyn > 2

Graf @(Z(zn)) memiliki grup Zny = {6, 1,2,3,...,2" — 1} sebagai himpunan

= 1’

lainnya adalah 2™ untuk suatu m € N dengan m > 2. Himpunan simpul dipartisi menjadi 3
yaitu

simpulnya. Order elemen-elemen Z,ny yaitu |0] 27=1| = 2, dan order elemen yang

Vi= {6}
V, = {F} _
Vs = Zm)\ {0,271}

1) Jelas |0] = 1. Misalkan ¥ € V, U V; sebarang, maka FPB dari |0| dan |#7| adalah
(0], |#]) = 1. Akibatnya terdapat sisi (0, 7) di himpunan sisi graf @(Z(Zn)). Jadi
(0,7) EE (@(Z(zn))) untuk setiap U € Z(zn)\{ﬁ}.

2) Jelas |F| = 2. Misalkan ¥ € V3 sebarang. Jelas |¥| = 2™ untuk suatu m € N
dengan m > 1 sehingga FPB dari |F| dan || adalah (|F|, |17|) = 2 berupa
bilangan prima. Akibatnya terdapat sisi (2"71,¥) di himpunan sisi graf @(Z(Zn)).
Jadi (2"1,7%) € E (@(Z(Zn))) untuk setiap U € V3

3) Misalkan %, ¥ € V3 berbeda sebarang. Jelas || = 2™t dan || = 2™2 untuk suatu

mq,my € N dengan my; = 2 dan m, = 2. Dapat diperoleh FPB dari |u] dan |¥|
adalah (|u], |V|) = 4. Akibatnya tidak terdapat sisi (&, ¥) di himpunan sisi graf

0(Zzmy).- Jadi (@, 7) & E (0(Zzm)) ) untulk setiap @, 7 € Vs dan  # 3.

Pelabelan L(2, 1) pada Graf Koprima Prima ©(Z(;n), dengann € N, n > 2
Teorema 5

Diberikan graf koprima prima @(Z(Zn)) dengan n € N, n = 2. Nilai minimal label terbesar
dari pelabelan L(2,1) pada graf @(Z(zn)) adalah a3 4 (@(Z(zn)) ) =2"+ 1.

Bukti:
Diberikan graf @(Z(zn)) dengann € N,n = 2.
Fungsi f(%): @(Z(zn)) - {0,1,2,3,4, ... } yang didefinisikan sebagai

( 0 ,jikax=0
x+3 ,jika0<x<2n1
2 jikax =271
x+2 Ljika2rl<x<2t—1

f&) =

merupakan pelabelan L(2,1) pada graf @(Z(zn)).
1) Kasus 1: (0,7) € E (0(Z(m)) ) untuk setiap 7 € Zem\(0}.
Jelas f£(0) = 0 dan f(¥) = 2 sehingga |f(0) — f(¥)]| = 2.
2) Kasus2: (2" 1,7) € E (@(Z(zn))) untuk setiap U € Zm)\{0, 2n-1)
Jelas f(F) = 2 dan f(¥) = 4 sehingga |f(F) - f(ﬁ)| > 2.
3) Kasus 4: (@, 7) & E (0(Zgm) ) untuk setiap @, 7 € Zim \(0, 271} dan @ # 7.
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Jelas (0,7) dan (0, 7) di E (0(Zem) ) maka d (i, 7) = 2.
a) Jika u < 2™ dan 7 < 2" 1 maka f@) =u+3 dan f(¥) =v+3.
Karena 2 # U, maka |f(n) — f(D)| = 1.
b) Jika # <2™1 dan ¥ >2"1 maka v=>u+2, f(@)=u+3 dan
f(¥) = v + 2. Dapat diperoleh
f@ = f@)] = | +3) — (0 +2)] = [@+3) - @+ 4] = 1.
© Jika u>2"1 dan ¥ > 21 | maka f() =u+2 dan f(¥) =v+ 2.
Karena i # U, maka |f(u) — f(¥)| = 1.
Dapat disimpulkan untuk setiap simpul & dan ¥ dengan (U, V) € E (@(Z(zn))) berlaku
|f(@) — f(¥)] =2 dan untuk setiap simpul % dan ¥ dengan d(u, V) =2 berlaku
If@—-f@l =1
Jadi £ (X) merupakan pelabelan L(2,1) pada graf ©(Zny) dengann € N, n > 2.
Perhatikan bahwa nilai label terbesar adalah x + 2 dengan Xpars = 2™ —1  schingga
a1(0(Zony) )=x+2=2"-1+2=2"+1.

Graf Koprima Prima O(Z(3n)), dengann € N,n > 2

Graf @(Z(3n)) memiliki grup Zzn) = {6, 1,23, ..,3" — 1} sebagai himpunan
simpulnya.Order elemen-elemen Zsny yaitu 0] = 1, [37~1| = |2(3""1)| = 3, dan order
elemen yang lainnya adalah 3™ untuk suatu m € N dengan m = 2. Himpunan simpul
dipartisi menjadi 3 yaitu

Vi = {6}
v, = {3771, 2(3"" 1)}
V3 = Z(3n)\{6, 3n—1’ 2(3n—1)}

1) Jelas |0| = 1. Misalkan ¥ € V, UV, sebarang, maka FPB dari |0| dan |¥| adalah
(101, |7]) = 1. Akibatnya terdapat sisi (0, 7) di himpunan sisi graf ©(Zny). Jadi
0, 7) eE (@(Z(3n))) untuk setiap 7 € Zzn)\{0}.

2) Misalkan @ € V, sebarang. Jelas |u| = 3. Misalkan ¥ € V, U V3 sebarang dan
U # V. Jelas | 7| = 3™ untuk suatum € N dengan m > 1 sehingga FPB dari |iZ| dan
|| adalah (|iz], |¥]) = 3 berupa bilangan prima. Akibatnya terdapat sisi (i1, 7) di
himpunan sisi graf ©(Zn)). Jadi (@, V) € E (@(Z(gn))) untuk setiap U, T €
Zzm\{0} dengan @ # .

3) Misalkan U, 7 € V3 berbeda sebarang. Jelas|it| = 3™ dan || = 3™2 untuk suatu
mq,m,; € N dengan m; = 2 dan m, = 2. Dapat diperoleh FPB dari || dan |¥]
adalah (|u], |¥]) = 9. Akibatnya tidak terdapat sisi (%, ¥) di himpunan sisi graf
0(Zzny). Jadi (1, 7) ¢ E (@(Z(3n))) untuk setiap i, U € V3 dan u # v.

Pelabelan L(2, 1) pada Graf Koprima Prima ©(Z3n), dengann € N, n > 2
Teorema 6

Diberikan graf @(Z(gn)) dengan n € N, n = 2. Nilai minimal label terbesar dari pelabelan
L(2,1) pada graf ©(Z3ny) adalah ay(0(Zny) ) = 3" + 2.
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Bukti:
Diberikan graf @(Z(3n)) dengann € N,n > 2.
Fungsi f(%): @(Z(3n)) - {0,1,2,3,4, ... } yang didefinisikan sebagai

(0 Jjikax = 0
x+5 ,jika 0 < x < 3n-1
2 ,jikax = 371
FO=01s ks < 2 < 357
4 Jjika ¥ = 2(3%1)
\x+3 ,jika2(3™ 1) <x<3"—1

merupakan pelabelan L(2,1) pada graf @(Z(3n)).

Bukti:
1) Kasus 1: (0,7) € E (0(Zgn)) ) untuk setiap 7 € Zzn\(0}.
Jelas £(0) = 0 dan f(¥) = 2 sehingga |f(0) — f(¥)| = 2.
2) Kasus2: (3" 1,7) € E (@(Z(3n))) untuk setiap UV € Z(3n)\{ﬁ,ﬁ }.

Jelas f(ﬁ) = 2 dan f(¥) = 4 schingga |f(F) — f(ﬁ)| > 2.
3) Kasus 3: 2(3"°1),7) € E (0(Zgny) ) untuk setiap 7 € Zizm)\{0, 371, 2(3" 1)},

Jelas f(2(3"1)) = 4 dan f(¥) = 6 sehingga |f(2(3" ™)) — f(D)| = 2.
4) Kasus 4 (1,9) € E (0(Zgn) ) untuk setiap 7,7 € Zm\(0,371, 237 )} dan
U # ©. Jelas (0,7) dan (0,7) di E (@(Z(3n))) maka d(u,v) = 2.
2) Jikat < 3" 1ldanv < 371 maka f(@) =u+5dan f(¥) = v+ 5. Karena
u # v, maka |f (1) — f(¥)| = 1.
b) Jikati < 3" 1dan3"1 < ¥ <2(3" 1), makav >u+2, f() =u+ 5dan
f(v) = v + 4. Dapat diperoleh
lf@—-f@I=1w+5-w+Hl=|u+5-w+6)]=1
o Jikau<3"1dan2(3" ) <v<3"—1 makav>u+5, f(h)) =u+5
dan f(¥) = v + 3. Dapat diperoleh
lf@—-f@I=1u+5-w+3)|=|u+5 - w+8)]=3.
d) Jika 3"t < <2(3" 1) dan 31 < T <23 1), maka f(U) =u+4
dan f(¥) = v+ 4. Karena u # v, maka |f () — f(¥)| = 1.
¢ Jika 3" 1< @i <2@™ 1) dan 2(3" 1) <P <3"—1, maka v=>u+2,
f(@) =u+ 4 dan f(¥) = v + 3. Dapat diperoleh
f@-f@I=lu+49)-w+3)|=2|u+4)-w+5)]|=1
f) Jika 23" 1) <u<3®—1 dan 23"1) < <3"—1, maka
f(@) =u+3dan f(¥) = v+ 3. Karena u # v, maka |f (&) — f(?)| = 1.
Dapat disimpulkan untuk setiap simpul U4 dan ¥ dengan (U, V) € E (@(Z(3n))) berlaku

|f(@) — f(¥)| = 2 dan untuk setiap simpul % dan ¥ dengan d(iL, V) =2 berlaku
If@—-f@l =1

Jadi £ (X) merupakan pelabelan L(2,1) pada graf ©(Zny) dengann € N, n > 2.
Perhatikan bahwa nilai label terbesar adalah x + 3 dengan Xpars = 3" —1  schingga
a1(0(Zny) )=x+3=3"—-1+3=3"+2.
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Graf Koprima Prima O(Z(pn)), dengan p bilangan primadann € Nyn > 2
Graf O(Zgny) memiliki himpunan simpul Zgny = {0,1,2,3,..,p" — 1}.
Berdasarkan Teorema Lagrange, order elemen dari suatu grup membagi order grupnya
sehingga order elemen v € Z,ny membagi order grupnya yaitu |Z(pn)| = p". Akibatnya
|[v| = p™ untuk suatu m € Z dengan m > 0. Berdasarkan order elemennya, himpunan
ZL(pny dapat dipartisi menjadi 3 yaitu:
1) V; = {0} dengan 0] =1
2) Vo ={p" 120" "), 30" "), ., @—2)@"H),@-DE"H} dengan
|| =p untuk setiap 7 € V,
3) V3 = Zgpny\(V; UVy) dengan |7 = p™ untuk suatu m € N dengan m > 2

Selanjutnya dapat ditentukan hubungan ketetanggan simpul dari graf @(Z(pn)) sebagai
berikut.

1) Jelas |0] = 1. Misalkan ¥ € V, U V; sebarang, maka FPB dari |0| dan |¥| adalah
(10, |#]) = 1. Akibatnya terdapat sisi (0, 7) di himpunan sisi graf @(Z(pn)). Jadi
(6, V) EE (@(Z(pn))) untuk setiap U € Z(pn)\{ﬁ}.

2) Misalkan % € V, sembarang. Jelas |u| = p. Misalkan ¥ € V, U V3 sebarang dan
U # V. Jelas |v| = p™ untuk suatu m € N dengan m > 2 sehingga FPB dari |i]| dan
|v| adalah (|ul, |¥]) = p berupa bilangan prima. Akibatnya terdapat sisi (i1, 7) di
himpunan sisi graf @(Z(pn)). Jadi (u,v) € E(@(Z(pn))) untuk setiap U € V,
dan ¥ € Zn)\{0} dengan & # .

3) Misalkan U, 7 € V3 berbeda sebarang. Jelas|ti| = p™* dan || = p™2 untuk suatu
mq, M, € N dengan my = 2 dan m, = 2. Dapat diperoleh FPB dari |u| dan |7]
adalah (|@], |7]) = p?. Akibatnya tidak terdapat sisi (&, 7) di himpunan sisi graf
O(Zn)). Jadi (W, 7) & E (@(z(pn))) untuk setiap &, ¥ € V3 dan U # 7.

Graf koprima prima @(Z(pn)) dengan p bilangan prima dan n € N, n > 2, memiliki p"
simpul. Diantaranya, terdapat p simpul yang bertetangga dengan semua simpul lainnya
sehingga simpul tersebut berderajat p™ — 1. Sementara itu simpul lainnya sebanyak p® —p

hanya bertetangga dengan p simpul. Akibatnya, jumlah derajat simpul pada graf @(Z(pn))
adalah

Lveo(zym) 1) =P@" =D+ @" —p)p =p2p" —p - 1).
Berdasarkan Teorema Jabat Tangan, graf @(Z(pn)) memiliki sisi sebanyak g 2p" —p—-1).
Jadi graf koprima prima @(Z(pn)) = (V,E) dengan |V| = p™ dan |E| = g(zpn —p—1).

Pelabelan L(2, 1) pada Graf Koptima Prima ©(Z,n)), dengan p bilangan ptima dan
neN,n=2

Teorema 7

Diberikan graf @(Z(pn)) dengan p bilangan prima dan n € N, n = 2. Nilai minimal label

terbesar dari pelabelan L(2,1) pada graf @(Z(pn)) adalah az,l(G(Z(pn)) ) =p"+p-—1
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Bukti:
Graf G)(Z(pn)) memiliki himpunan simpul Zgny = {0,1,2,3,..,p" — 2,p"™ — 1} yang
dapat dipartisi menjadi 3 yaitu:
1) V; = {0} dengan |0] =1,
2 Vo ={p"L2(0" ), 30" D), .., (0 -2 D, (- DD}
= {q(p”‘1)|q =123,..,p— 1}
dengan |¥| = p untuk setiap ¥ € V5,
3) V3 =Zpny)\(V1 U V,) dengan |9]| = p™ untuk suatu m € N dengan m > 2.
Jelas |[V3] =1, |V,] = p — 1, dan [V3]| = p™ — p.
Elemen-elemen di V3 dapat diurutkan dari terkecil hingga terbesar sehingga
V;={1,2,3,.,p" 1 =2, p" 1 —1,p" 1+ 1,p" 1+ 2,...,2(p"" 1) — 2,2(p™ 1) — 1,
2 H+1,2p )+ 2,...,3(p" ) -2, 3(p™ 1Y) —1,3(p™* 1) + 1,
3(p ) +2,...,p"—2,p" — 1}
Misalkan s, = 1, S, = 2,..., S(pn-p-1) = D" — 2, Sppn—p) = P"™ — 1 secara terurut dari

terkecil hingga terbesar, maka V3 = {Sl, S2,83, ) S(pn_p)}
Perhatikan bahwa

1) (0,7) € E (0(Zgym) ) untulk setiap 7 € Zym \ {03,
2y (u,v) €EE (@(Z(pn))) untuk setiap U € V, dan ¥ € Z(pn)\{ﬁ} dengan U # V.
3) (@) € E (0(Zgn) ) untuk setiap T, 7 € V; dan @ # .
Selanjutkan dikontruksi fungsi f(X): G)(Z(pn)) - {0,1,2,3,4, ...} dengan
) f(x): V- {0}
2) f(®):V,>{1,2,3,..,2(p — 1)} dengan £ (X) = f(q(p™ 1)) = 2q untuk setiap
X =q(p") €V,
3) f(X):Va—-{2p,2p+1,2p+2,..} dengan f(X) = f(s;) = 2p +i—1 untuk
setiap X = §; € V3.
Akan ditunjukkan bahwa f(X) merupakan pelabelan L(2,1).
1) Kasus 1: (0,7) € E (@(Z(pn))) untuk setiap 7 € Zm)\{0}.
Jelas £(0) = 0 dan f(¥) = 2q = 2.1 = 2 sehingga |f(0) — f(?)| = 2.
2) Kasus 2: (,7) € E (O(Zgyn) ) untuk setiap & € V; dan ¥ € Zem\{0} dengan
U # U. Misalkan 4 = q; (p™ 1) untuk suatu q; € {0,1,2,3,4, ...,p — 1}, maka
f@ = f(a: (™M) = 241
a. Misalkan ¥ = q,(p™" 1) €V, untuk suatu q, € {0,1,2,3,4,..,p — 1} maka
f) = f(qz (p”_l)) = 2q,. Karena U # ¥, maka ¢ # q, schinggga
|g1 — q2| = 1. Akibatnya
lf @) — fW)| = 1291 — 2q2] = 2lqy —q21 = 2.1 = 2.
b. Misalkan ¥ € V3 maka ¥ =s; untuk suatu i € {1,2,34,..,p" —p} maka
f(@) = f(s;) = 2p + i — 1 schingga

If@ - f@)]=12¢.—@p+i-D|=[2(p—-q) +i-1
Perhatikan g < p—1 & p —q; = 1dani > 1 schingga

lf@—-f@l=12-q)-1+il=z|21-1+1[=2.
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3) Kasus 3 (,9) € E(0(Zgn)) untuk setiap 4,5 €V; dan @ # 7. Dapat
dimisalkan % = s; dan U = s; untuk suatu i,j € {1,2,3,4,...,p™" —p} dan i # j
sehingga |i —j| = 1. Pethatikan bahwa f(u) = f(s;) =2p+i—1 dan
f) = f(Sj) = 2p +j — 1 schingga

lf@—-fl=1Cp+i-D-Cp+j-DI=li—-jl=1
Dapat disimpulkan untuk setiap simpul 7 dan ¥ dengan (7, 7) € E (0(Zym))) berlaku
|f(@) — f(¥)] =2 dan untuk setiap simpul % dan ¥ dengan d(u, V) =2 berlaku
If@—-f@l =1
Jadi f (X) merupakan pelabelan L(2,1) pada graf @(Z(pn)) dengann € N,n > 2.
Perhatikan bahwa nilai label terbesar adalah 2p + i — 1 dengan i,46s = P — P schingga
a1(0(Zpmy) )=2p+i—-1=2p+p"—p—-1=p"+p—1.

PENUTUP
Berdasarkan hasil dan pembahasan terkait pelabelan L(2,1) pada graf koptrima prima
dari grup bilangan bulat modulo, diperoleh beberapa simpulan sebagai berikut.

1) Graf koprima prima @(Zp) dengan p bilangan prima merupakan graf lengkap.
Pelabelan L(2,1) pada graf @(Zp) memiliki nilai minimal label terbesar adalah
a,1(0(Z,) ) =2n - 2.

2) Graf koprima prima G)(Z(pn)) dengan p bilangan prima dan n € N, n = 2 memiliki
simpul sebanyak p™ dan sisi sebanyak g (2p™ — p — 1). Pelabelan L(2,1) pada graf
@(Z(pn)) ini adalah az‘l((‘)(Z(pn)) ) = pn +p— 1.

Hasil kajian pelabelan jarak pada graf hasil representasi grup bilangan bulat modulo berorder
perpangkatan bilangan prima membuka potensi pengembangan lebih lanjut dalam konteks

pelabelan graf berbasis jarak pada graf koprima prima dari struktur grup yang lainnya dan
dalam implementasi pelabelan jarak pada alokasi kanal komunikasi.
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