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ABSTRAK

Graf merupakan struktur matematika yang digunakan untuk merepresentasikan hubungan
antar objek. Salah satu jenis graf yang berkaitan dengan struktur aljabar adalah graf nilpoten. Untuk
suatu gelanggang R, graf nilpoten adalah graf dengan himpunan simpul berupa seluruh unsur di R
dan dua simpul berbeda x dan y bertetangga jika dan hanya jika hasil perkalian x dan y merupakan
unsur nilpoten di R. Indeks Hyper-Wiener merupakan salah satu indeks topologi yang mengukur
jarak dan kuadrat jarak antar pasangan simpul dalam graf.

Penelitian ini bertujuan untuk menentukan rumus umum Indeks Hyper-Wiener pada graf
nilpoten dari gelanggang bilangan bulat modulo, khususnya pada dua kasus, yaitu bilangan bulat
modulo p pangkat k dan bilangan bulat modulo hasil kali p dan q, dengan p dan q merupakan bilangan
prima serta k merupakan bilangan asli. Metode yang digunakan bersifat deduktif, dimulai dengan
pengkajian struktur graf nilpoten dari bilangan bulat modulo n, klasifikasi pasangan simpul, serta
perhitungan jarak antar simpul. Hasil yang diperoleh berupa rumus tertutup Indeks Hyper-Wiener
untuk masing-masing kasus.

Kata Kunci: Indeks hyper-wiener; graf nilpoten; gelanggang bilangan bulat modulo.

ABSTRACT

A graph is a mathematical structure used to represent relationships between objects. One
type of graph related to algebraic structures is the nilpoten graph. For a ring R, a nilpoten graph is a
graph with a vertex set consisting of all elements in R and two distinct vertices x and y adjacent if and
only if the product of x and y is a nilpoten element in R. The Hyper-Wiener Index is a topological
index that measures the distance and the square of the distance between pairs of vertices in a graph.

This study aims to determine the general formula for the Hyper-Wiener Index for nilpoten
graphs of the ring of integers modulo, specifically in two cases: integers modulo p to the power k and
integers modulo the product of p and g, where p and q are prime numbers and k is a natural number.
The method used is deductive, starting with an examination of the structure of the nilpoten graph of
integers modulo n, the classification of vertex pairs, and the calculation of the distance between
vertices. The results obtained are closed formulas for the Hyper-Wiener Index for each case.

Keywords: Hyper-wiener index; nilpoten graph; integer modulo ring.

PENDAHULUAN

Graf dalam teori matematika adalah bentuk penggambaran atau representasi visual
dari relasi antar objek pada suatu himpunan. Menurut Suparta dkk., (2023) sebuah graf
G (V,E) adalah sistem yang terdiri dari himpunan tidak kosong berhingga dari himpunan
simpul V(G) dan himpunan sisi E(G). Berbagai konstruksi graf telah dilakukan berdasarkan
struktur matematika tertentu. Dalam konteks aljabar, graf dapat digunakan untuk
merepresentasikan struktur suatu gelanggang melalui hubungan antar elemennya. Salah satu
graf yang dibahas dalam ranah ini adalah graf nilpoten. Graf nilpoten yang diperkenalkan
oleh (Nikmehr & Khojasteh, 2013) terkait dengan graf nilpoten atas gelanggang
R didefinisikan sebagai graf dengan unsur-unsur di R merupakan simpul graf, dan dua buah
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simpul dikatakan bertetangga jika dan hanya jika perkalian dua simpul merupakan unsur
nilpoten. Berbeda dengan Nikmehr & Khojasteh, Tahya dan Persulessy memperkenalkan
definisi graf nilpoten dari gelanggang R yang dinotasikan G(R), dua simpul berbeda
dikatakan bertetangga jika dan hanya jika penjumlahan dua simpul merupakan unsur nilpoten
(Tahya & Persulessy, 2020).

Pendekatan penggunaan parameter numerik untuk mengkaji struktur graf telah
banyak digunakan dalam teori graf, baik melalui pelabelan seperti penelitian oleh (Suparta et
al., 2024) dan pewarnaan graf oleh (Suparta et al., 2025) maupun melalui indeks topologi
berbasis jarak. Beberapa peneliti telah membahas mengenai indeks topologi pada graf.
Topological indices atau indeks topologi merupakan parameter numerik yang mengukur
karakteristik graf berdasarkan struktur dan jarak antar simpulnya (Husni et al., 2023). Salah
satu indeks yang memiliki peran penting dalam kajian graf kimia dan matematika adalah
indeks Hyper-Wiener, yang dikembangkan sebagai perluasan dari indeks Wiener klasik.
Indeks ini mempertimbangkan jarak antar pasangan simpul dan kuadrat jaraknya, sehingga
mampu memberikan informasi yang lebih lengkap mengenai struktur graf. Studi mengenai
indeks ini telah berkembang pesat, seperti yang ditunjukkan oleh Balamoorthy dkk., (2024)
dalam pengembangan indeks Hyper-Wiener untuk berbagai operasi graf.

Kajian struktur graf yang dibangun dari himpunan elemen gelanggang Z, telah
banyak dilakukan, baik berdasarkan operasi penjumlahan (unit graf) maupun perkalian (graf
nilpoten). Lestari dkk., (2024) menunjukkan bahwa graf unit dari Z,, membentuk graf bipartit
dan multipartit lengkap. Penelitian sebelumnya oleh (Malik et al., 2023) juga telah mengkaji
struktur dari graf nilpoten pada gelanggang Z, dengan n = p* di mana p adalah bilangan
prima dan k € N, dan menunjukkan bahwa graf tersebut terdiri atas subgraf lengkap dari
unsur-unsur nilpoten dan subgraf bintang dari unsur nilpoten dengan non-nilpoten.
Penelitian oleh Ghoffari dkk., (2025) juga menganalisis indeks Hyper-Wiener namun pada
graf non-koprima dari gelanggang Z,. Dalam penelitian ini, pendekatan serupa digunakan
untuk mengkaji nilai indeks Hyper-Wiener dari graf nilpoten dari gelanggang bilangan bulat
modulo dalam bentuk rumus umum. Dengan pendekatan deduktif, rumus tersebut
dirumuskan berdasarkan klasifikasi jenis pasangan simpul dan jarak antar simpulnya, serta
disusun dalam bentuk tertutup yang bergantung pada parameter p, q, dan k.

METODE PENELITIAN

Metode yang digunakan pada penelitian ini adalah metode deduktif dengan
pendekatan teoritis dalam menentukan rumus umum indeks Hyper-Wiener pada graf
nilpoten dari gelanggang bilangan bulat modulo. Langkah pertama adalah mempelajari
definisi dan teori tentang graf nilpoten, gelanggang bilangan bulat modulo, serta indeks
topologi yang digunakan yaitu indeks Hyper-Wiener sebagai dasar analisis. Selanjutnya
dilakukan analisis struktur graf nilpoten pada gelanggang Z,, dengan dua kasus, yaitu Z,x dan

Z,q untuk mengidentifikasi hubungan antar simpul berdasarkan sifat nilpotennya. Kemudian
jarak antar simpul ditentukan dengan menggunakan konsep jarak dalam teori graf guna
perumusan nilai indeks Hyper-Wiener. Rumus umum yang diperoleh selanjutnya diverifikasi
melalui contoh kasus untuk memastikan kesesuaian hasil perhitungan.

HASIL DAN PEMBAHASAN

Elemen nilpoten dari suatu gelanggang adalah unsur yang dikalikan dirinya sendiri
secara berulang akan menghasilkan nol. Secara formal, unsur nilpoten didefinisikan sebagai
berikut
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Definisi 3.1 (Malik dkk., 2024) Suatu unsur a pada suatu ring dikatakan unsur nilpoten
apabila untuk setiap bilangan bulat positif n didapatkan hasil a® = 0.
Definisi 3.2 (Nikmehr & Khojasteh, 2013) Graf nilpoten dari gelanggang Z,,, disimbolkan
[77,,, adalah graf dengan himpunan simpul semua unsur digelanggang Zy. Dua titik berbeda
X,y dikatakan bertetangga jika dan hanya jika xy € N(Zy), dengan N(Z,) menyatakan
himpunan semua elemen nilpoten dari R.

Untuk gelanggang Z, dengan n = p* perumuman himpunan unsur-unsur nilpoten
disajikan pada teorema-teorema berikut.
Teorema 3.1 (Malik et al., 2023) Jika Z,, adalah suatu gelanggang bilangan bulat modulo
berorde n = p* dengan suatu k € N, maka himpunan unsur nilpoten dari Z, yang
dinotasikan dengan N(Z,,) = {0,p, 2p, 3p, ..., p* — p}.
Teorema 3.2 (Malik et al.,, 2023) Misalkan Z, suatu gelanggang bilangan bulat modulo
berorde n = p* dengan k € N, maka I, memiliki suatu subgraf lengkap K jk-1.

Teorema 3.3 (Malik et al.,, 2023) Misalkan Z, suatu gelanggang bilangan bulat modulo
berorde n = p¥ dengan k € N, maka [, memiliki n — p*~1 subgraf bintang K 1,pk-1-
Berdasarkan hasil penelitian (Malik et al., 2023) didapatkan dua buah subgraf yaitu
subgraf lengkap yang terbentuk dari seluruh unsur nilpotennya dan subgraf bintang yang
terbentuk dari unsur nilpoten dengan nilpoten.
Lemma 3.1. Misalkan Z, suatu gelanggang bilangan bulat berorde n = p* dan N(Z,)
merupakan himpunan seluruh unsur nilpoten pada Zy. Jarak dua buah simpul pada Iy,
adalah sebagai berikut:
1 {w,v}eN(Z,), u#v
d(u,v) =41 u€N(Z,),v¢&N(Z,)
2 {u,vi¢N(Z,)u=+v
Lemma 3.2 Banyak sisi subgraf lengkap K «-1 dan subgraf bintang K, k-1 secara berurutan

pada bentuk graf nilpoten untuk gelanggang Z, yaitu w dan (n — p* b (p*1).
Setelah peneliti mengetahui karakteristik dari graf khususnya graf nilpoten pada

gelanggang bilangan bulat berorde pangkat prima, selanjutnya peneliti mengkaji mengenai

indeks Hyper Wiener pada gelanggang Z,, dengan n = p*. Berikut diberikan definisi Indeks

Hyper Wiener.

Definisi 3.3 (Balamoorthy et al., 2024) Indeks Hyper Wiener dari graf G yang dinotasikan

dengan WW (@), didefinisikan sebagai berikut.

1
Ww@ =5 ) dwv)+d@wv)?
{uvicv(c)
dengan d(u, v) adalah jarak dari simpul u ke simpul v.

Sebelum mengkaji Indeks Hyper-Wiener pada Z,k dengan suatu k € N, terlebih

dahulu dikaji Indeks Hyper-Wiener pada Z,2. Himpunan dari gelanggang Z, adalah
{0,1,2,3}, dan himpunan nilpoten N(Z,) = {0,2}. Karena perkalian unsur 0 dengan yang
lain adalah 0, maka elemen 0 bertetangga dengan semua elemen Z,. Demikian juga
didapatkan 1.2 = 2.3 = 2 sehingga didapatkan bentuk graf nilpoten dari Z, adalah sebagai
berikut.
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3
2

Gambar 1. Graf Nilpoten Z,
Indeks Hyper-Wiener dati ['(Z,) = EZ fumev(ry,) d(u,v) +d(u, 17)2]

= %[{d(O,l) + d(0,1)%} + {d(0,2) + d(0,2)?} + {d(0,3) + d(0,3)?}

+{d(1,2) + d(1,2)?} + {d(1,3) + d(1,3)?} + {d(2,3) + d(2,3)?}]
- 15@) +106)]

2
=8

Dengan cara yang sama, dilakukan pengkajian mengenai Indeks Hyper-Wiener dari
Zyk dengan p adalah bilangan ptima dan k € N, sehingga didapatkan sebagai berikut.

Lemma 3.4 Misalkan 7, adalah graf nilpoten dari gelanggang Zy, dengan n = p¥. Maka
banyak pasangan simpul yang berbeda diklasifikasikan sebagai berikut.
(1) Pasangan unsur nilpoten dengan unsur nilpoten
@ HE -1
2

(2) Pasangan unsur nilpoten dengan unsur non-nilpoten

* = p*H* M)

(3) Pasangan unsur non-nilpoten dengan unsur non-nilpoten

@* —p* H* -pt-1)
2

Bukti.
Kasus 1. Jika {u, v} € N(Z,), dengan u # v.
Karena semua elemen nilpoten membentuk subgraf lengkap K pk-1 maka berlaku

d(u,v) =1,dand(u,v)? =1
. . . . . .(m nn-1)
Dengan jumlah pasangan berbeda dari n simpul nilpoten adalah kombinasi (2) =
Sehingga, jumlah pasangan yang ada jika {u, v} € N(Z,), dengan u # v adalah sebagai

berikut.

(pkz_l) _ (p"‘l)(pz"‘1 -D

Kasus 2. Jikau € N(Z,) dan v € N(Z,), dengan u # v.
Untuk setiap u € N(Z,,) yang tethubung ke setiap v & N(Z,), dengan u # v membentuk
subgraf bintang K 1pk~1> sehingga berlaku

d(u,v) =1,dand(u,v)? =1
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Untuk setiap setiap u € N(Z,) yang terhubung ke v & N(Z,), semua unsur nilpoten
terthubung ke setiap elemen non-nilpoten, sehingga

Banyak pasangan = (p* — p*~1)(p*k~1)

Kasus 3. Jika {u, v} € N(Z,), dengan u # v.

Untuk setiap dua simpul non-nilpoten tidak terhubung langsung, namun keduanya terhubung

ke simpul nilpoten yang sama, sehingga untuk u, v & N(Z,), dengan u # v berlaku
d(u,v) = 2,dan d(u,v)? = 4

Dengan jumlah pasangan berbeda dari n simpul non-nilpoten adalah kombinasi 2 dari n

() -2

Diketahui total elemen pada Z, dengan m = p* adalah sebanyak p¥, dan banyak unsur

nilpoten adalah p*1, sehingga banyak unsur non-nilpoten adalah pk —pk-1,
Sehingga, jumlah pasangan yang ada jika {u,v} & N(Z,), dengan u # v adalah sebagai
berikut.

(pk - pk_1> _ @ P He - -1
2 2

Teorema 3.4 Diberikan I adalah graf nilpoten atas gelanggang Zy. Jika n = p* untuk
suatu bilangan asli k maka WW(FZn) = %[(3}92 —4p + 2)p?k~2 — (3p — 2)p* 1]

Bukti.
Diperoleh bahwa indeks Hyper Wiener pada I , sebagai berikut.
P

ww(rzpk)=% Z (d(u,v) + d(u, v)2

fuvicv(Tz,)

WW(szk ) = % z (dw,v) +du,v)?; + z (d(u,v) + d(u, v)?

{u,v}cN(Z,) UCN (Zy)
VEN(Zy)

+ z (d(u,v) + d(u, v)?
{uvieN(Zy)

1 k—1(,,k—1 __ 1
> [{p Dy 12)} HE* PO HA + 1)

k _ k- k _ k-1 __
+{(p p 1)(2; pk-1 1)}(2+22)l

WwW (szk ) =

Dengan memisalkan

A= pk—l
B=p‘=p-p*l=p-A
Didapat
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ww (T, ) = %Hz @} +{2((B — A)(A))} + {6 (5~ A)(i ki D}l

W (I, ) = 3 A — D} + 2((p - A~ H(AD} + B4~ A)(p- A~ A4~ 1)]
ww (T, ) = %[,42(3;92 —4p+2) — A(3p — 2)]

Ww (I, ) = 5 [(3p? — 4p + 2)p?2 — (3p — 20p*]

Hasil ini menunjukkan bahwa nilai indeks Hyper-Wiener pada graf nilpoten dari
gelanggang  Z,k sangat dipengaruhi olch struktur graf yang terbentuk dari unsur-unsur
nilpoten. Berdasarkan definisi graf nilpoten oleh Nikmehr & Khojasteh, (2013) bahwa dua
simpul dikatakan bertetangga jika hasil perkaliannya merupakan unsur nilpoten. Hal ini
menybabkan seluruh unsur nilpoten membentuk subgraf lengkap, sedangkan hubungan
antara unsur nilpoten dan non-nilpoten membentuk subgraf bintang, sebagaimana
ditunjukkan oleh Malik et al., 2023).

Struktur ini berimplikasi langsung terhadap jarak antar simpul dalam graf. Pada
subgraf lengkap, jarak antar simpul bernilai 1, sehingga kontribusinya terhadap perhitungan
nilai indeks Hyper-Wiener relatif kecil. Sebaliknya, untuk pasangan simpul non-nilpoten,
lintasan terpendek harus melalui simpul nilpoten sehingga jaraknya menjadi 2. Sesuai dengan
definisi indeks Hyper-Wiener oleh Balamoorthy et al., (2024) yang mempertimbangkan jarak
dan kuadrat jarak, pasangan simpul dengan jarak lebih besar memberikan kontribusi yang
lebih signifikan terhadap nilai indeks secara keselutuhan.

Untuk memperjelas pembahasan mengenai distribusi jarak antar simpul dalam graf
nilpoten, selanjutnya dikaji kasus khusus pada gelanggang Z,, dengan p dan q bilangan
prima. Sebelum mengkaji Indeks Hyper-Wiener pada Z,, dengan p, q adalah bilangan prima,
terlebih dahulu dikaji Indeks Hyper-Wiener pada Z,.3. Himpunan dari gelanggang Z;.3
adalah {0,1,2,3,4,5}, dan himpunan nilpoten N (Z;.3) = {0}. Sehingga elemen 0 bertetangga
dengan semua elemen Zg. Kelipatan 2 yang bukan elemen dari himpunan nilpoten Zg adalah
2dan 4, atau (2)\N(Zg) = {2,4}. Sedangkan kelipatan 3 yang bukan elemen dari
himpunan nilpoten Zg adalah 3, atau (3)\N(Zs) = {3}. Berdasarkan Definisi 3.2 didapat
setiap elemen (2)\N(Zg) bertetangga dengan setiap elemen (3)\N(Zg). Komplemen dari
kelipatan 2 gabungan kelipatan 3 yang bukan elemen dari himpunan nilpoten N(Zg) adalah

1 dan 5. Graf nilpoten dati Zj,.3 ditunjukkan oleh Gambar 1.
2

@1 5
Gambar 1. Graf Nilpoten dati Z;.3
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Indeks Hyper-Wiener dati I'(Z,.3) = E Z{u,v}gv(rzzg) d(u,v) +d(u, v)z]

= %[{d(o,l) +d(0,1)?} + {d(0,2) + d(0,2)?} + {d(0,3) + d(0,3)?}

+{d(0,4) + d(0,4)?} + {d(0,5) + d(0,5)?} + {d(1,2) + d(1,2)?}
+{d(1,3) +d(1,3)?} + {d(1,4) + d(1,4)*} + {d(1,5) + d(1,5)?}
+{d(2,3) + d(2,3)?} + {d(2,4) + d(2,4)*} + {d(2,5) + d(2,5)%}
+{d(3,4) + d(3,4)?} + {d(3,5) + d(3,5)?} + {d(4,5) + d(4,5)?}]

[7(2) + 8(6)]
1

Dengan cara yang sama, dilakukan pengkajian mengenai Indeks Hyper-Wiener dari

WN| —

Zpq dengan p, q adalah bilangan prima, sehingga didapatkan sebagai berikut.

Teorema 3.5 Diberikan I’z adalah graf nilpoten atas gelanggang Z,. Jika n = pq dengan
pq adalah bilangan prima, maka
3 ,, 11
WwW (Fqu) =5P"a" ——pq + 2p + 2q
Bukti.
Misalkan Z,, suatu gelanggang bilangan bulat berorde n = pq dengan pq adalah bilangan
prima. Banyak elemen pada Z,, adalah sebagai berikut.
Zpq = {0,1,2,3,4, ...,pq — 1}, schingga, | Z,,| = pq
Elemen-elemen pada Z,, dipartisi menjadi 4, yaitu sebagai berikut.
1) N(qu) = {0}, schingga |N(qu)| =1
@ (PN\N(Zpq) = {p,2p,3p, ., (q = 1P}, schingga [(P)\N(Zpq)| = q — 1
B (D\N(Zpq) = {424, 3q, ..., p — 1)q}, sehingga [(QN\N(Zpq)| =p — 1
@ 1CeXaDCl = |Zpg| = [N(Zpg)| = [(PIN(Zpg)| = [{(@\N (Zpq)|
=pg-1-@-D-@-1
=pqg—q-p+1
Untuk menghitung indeks Hyper-Wiener dari Zyq4, banyak pasangan simpul yang berbeda
diklasifikasikan sebagai berikut.

N(qu) (p)\N(qu) <q>\N(qu) {p) U (q))°

N(Zy,q) Kasus 1 Kasus 2 Kasus 3
(P)\N(Zyq) Kasus 4 Kasus 5 Kasus 6
(GQN\N (Z,q) Kasus 7 Kasus 8
(p) U (g)° Kasus 9

Kasus 1.
Jikau € N(Zpq) dan v € (p)\N(Zpq), maka d(u,v) =1
Banyak pasangan (u,v) = |N(qu)| . |(p)\N(qu)|
=1-(g—-1
=q- 1
Kasus 2.
Jikau € N(Zypq) dan v € (q)\N(Zpq), maka d(u,v) =1
Banyak pasangan (u,v) = |N(qu)| . |(q)\N(qu)|
=1-(p—-1
=p- 1
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Kasus 3.

Jikau € N(Zpq) dan v € ({p) U (q))¢,maka d(u,v) =1

Banyak pasangan (u,v) = |N(qu)| - Up) VU (q))€]
=1-(pg—q—-p+1)
=pg—q-p+1

Kasus 4.

Jika {u, v} € (p)\N(qu), dengan u # v, maka d(u,v) = 2

Banyak pasangan (u,v) = Cz|(p)\N(qu)|

_ (-1

2!
_(@@-1D(@q-2)
B 2
_q*—3q+2
B 2

Kasus 5.

Jikau € (P)\N(Zpgq) dan v € (q)\N(Zpq), maka d(u,v) =1

Banyak pasangan (u,v) = |(p)\N(qu)| . |(q)\N(qu)|
=@-1D-(p—-1D
=pq—q—-p+1

Kasus 6.

Jikau € (P)\N(Zpq) dan v € ({p) U (q))€, maka d(u,v) = 2

Banyak pasangan (u, v) = [(p)\N (Zpq) | - |({p) U {(g))°|
=@-1D-(pg—q—-p+1)
=pq°—q*—2pq+2q+p—1

Kasus 7.
Jika {u, v} € (q)\N(qu), dengan u # v, maka d(u,v) = 2
Banyak pasangan (u,v) = C2|<q)\N(qu)|
_ (-1
2!
p>—3p+2
=—

Kasus 8.

Jika u € (q)\N(Zpq) dan v € ({p) U (q))€, maka d(u,v) = 2

Banyak pasangan (w, v) = [{(g\\N(Zpq) | - |({p) U (q))°|
=(-D-(g—q-p+1)
=p*q-p*—2pq+2p+q—1

Kasus 9.

Jika {u, v} € ({p) U (@))€, dengan u # v, maka d(u,v) = 2

CZI((p)U(Q))C|

__ (pg-q-p+1)
21((pg—q—p+1)—2)!
_p*q* —2pq® —2p*q+q° +p° +3pg—q—p
2

Banyak pasangan (u,v) =
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Diperoleh bahwa indeks Hyper Wiener pada Fqu sebagai berikut.

1 2
ww (Fqu) =3 2 d,v) +du,v)
| {u,v}EV(Fqu)
|
1
ww (Fqu) =3 Z (d(u,v) +d(u,v)*; (d(u,v) + d(u, v)?
| ueN(Zpq) uezvapq)
i kve(p)\zv(zpq) J VE(@N\N (Zpq)
( )
+ < z (dw,v) +d(u,v)?; { (d(w,v) +d(u, v)z}
UEN(Zpq) {wvle (P)\N(Zpq)
>VE((p)U<q>)° J

+ < Z (d(u,v) +d(u,v)? L + J Z (d(u,v) + d(u,v)? &

ueP)\N (Zpq) J ue(P)\N (Zpq) J
\ve(aN\ (Zpq), vE(p)Ula))*

(d(u,v) + d(u, v)z} + j z (du,v) +d(u, v)zl

uUE(@\N(Zpq)
vE((PIU(q))®

+ {
{uvle <Q)\N(qu)

+ { Z (d(u,v) +d(u, v)z}
{fuvie((p)uign* J

1
ww (T, ) =5 [{(q — DA+ 1} +{p - DA +12)

q*—3q+2

> 2+ 22)}

+{(pq—q—p+1)(1+12)}+{

+{pg—qg-p+ DA +1%)}
+{(pg® —q* = 2pq + 2q +p — (2 + 22)}

+ {(—pz — zp al 2) 2+ 22)}

+{(p*q —p*—2pq+2p+q-1(2+2%)}

2q® - 2pq* — 2p*q +q* +p*> +3pqg —q —
+{(pq Pq pqzq p®> +3pq—q p>(2+22)}l
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2-3gq+2
4 q }
2

1
ww (Tz,,) = El{zm ~D}+ 20 - D)+ 2pq—q-p+ 1) +{
+{2(pq—q—p+ D} +{6(pg* —q* —2pq +2q+p—1)}
p>—3p+2
+{6f}+{6(p2q —p*—2pq+2p+q—1)}

{ <p2q2 —2pq® - 2p*q+q*+p*+3pq—q— p)}l
+16 -

1
WW (Ty,, ) = > [3p%q% — 11pq + 4p + 4q]

2
3 11
WW(Fqu) = Epzq2 ——Pq+2p+2q

Pada kasus gelanggang Z,q, struktur graf nilpoten menjadi lebih kompleks
dibandingkan dengan Zpk karena adanya dua faktor prima yang berbeda. Berdasarkan

perhitungan yang telah dilakukan, didapatkan bahwa struktur graf nilpoten pada gelanggang
ini tidak hanya terdiri dari satu jenis hubungan, tetapi melibatkkan beberapa kelompok
elemen yang memiliki karakteristik keterhubungan yang berbeda. Pembagian kelompok
dalam beberapa partisi menyebabkan variasi jarak antar simpul menjadi lebih beragam. Hal
ini berdampak pada nilai indeks Hyper-Wiener, karena setiap pasangan simpul memberi
kontribusi yang berbeda tergantung pada jaraknya. Sesuai dengan yang disampaikan Husni et
al., (2023) bahwa nilai indeks topologi bergantung pada distribusi jarak dalam graf. Sehingga
semakin kompleks struktur graf, semakin kompleks pula nilai indeks yang dihasilkan. Oleh
karena itu, hasil pada kasus Zp, memperlihatkan bahwa kompleksitas struktur graf
berbanding lurus dengan kompleksitas perhitungan dan nilai indeks yang diperoleh.

Hasil penelitian ini juga dapat dibandingkan dengan penelitian sebelumnya terkait
indeks topologi pada graf nilpoten Husni et al., (2023) yang mengkaji indeks Szeged pada
graf nilpoten dan menunjukkan bahwa struktur graf sangat mempengaruhi nilai indeks yang
dihasilkan. Dalam penelitian ini, penggunaan indeks Hyper-Wiener memberikan informasi
yang lebih komprehensif karena mempertimbangkan jarak dan kuadrat jarak antar simpul.
Selain itu, pendekatan yang digunakan dalam penelitian ini berbeda dengan pendekatan
pelabelan graf seperti yang dilakukan oleh Suparta et al., (2024) di mana fokus analisis terletak
pada pemberian label untuk membedakan struktur graf. Penelitian ini lebih menekankan pada
aspek metrik graf melalui jarak antar simpul. Hal ini menunjukkan bahwa berbagai parameter
graf, baik berbasis pelabelan maupun berbasis jarak, dapat digunakan untuk mengkaji struktur
graf dari perspektif yang berbeda namun saling melengkapi.

PENUTUP
Penelitian ini mengkaji Indeks Hyper-Wiener dari graf nilpoten dari gelanggang
bilangan bulat modulo Z,« dengan p adalah bilangan ptima dan k adalah bilangan asli serta

Zyq dengan p,q adalah bilangan prima. Nilai Indeks Hyper-Wiener yang didapat untuk

gelanggang bilangan bulat modulo Z,k adalah WW(F(Zpk)) = % [(3p? — 4p + 2)p?*—2 —

(Bp — 2)p*~1]. Sedangkan untuk gelanggang bilangan bulat modulo Zyq adalah

WW(F(qu)) = ;pzq2 - %pq + 2p + 2q. Hasil menunjukkan bahwa struktur graf

sangat mempengaruhi nilai indeks yang diperoleh. Untuk penelitian selanjutnya, dapat dikaji
indeks topologi lain pada graf dengan struktur yang lebih kompleks.
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